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1 Einzel Waren Markte

Ein einzel Waren Markt ist ein Markt auf dem nur eine einzige beliebig teilbare Ware existiert zusammen
mit einer Menge von R Nutzern dieser Ware. Die Ware wird durch die Menge C' > 0 beschrieben. Jeder
Nutzer r hat eine Funktion U, fiir die Ware, die ihm fiir einen Teil der Menge d, der Ware einen Gewinn
zuweist.

Wir wollen nun einen Mechanismus (Verkdufer der Ware) finden, der den gemeinschaftlichen Gewinn
maximiert und die Ware vollstdndig an die Nutzer verteilt. Dieser wird im folgenden Warenverwalter
genannt. Nun miissen wir die Nutzenfunktionen zunéchst etwas einschréanken um dariiber Aussagen zu
treffen.

Annahme 1. Fir alle Nutzer r € [R] ist die Nutzenfunktion U,(d,) tber d, > 0 konkav, streng monoton
steigend und stetig, sowie tiber d, > 0 stetig differenzierbar. Dariber hinaus soll U'(0) := li{‘%U’(x) endlich
x

sein. Die Menge dieser Funktionen soll mit U bezeichnet werden.
Damit lasst sich das gewlinschte Ziel formalisieren.

Definition 2. Sei C' > 0, R € N und U, € I fir alle r € [R]. Der Warenverwalter mdéchte das folgende
Optimierungsproblem lésen.
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Wir nennen dieses Problem SYSTEM.

Da die (Ziel-)Funktion stetig ist und die Doméne kompakt ist, existiert ein Vektor d = (dy, ...d,), der
das Problem 16st.

Nun liegen dem Warenverwalter im Allgemeinen die Nutzenfunktionen nicht vor, deswegen modellieren
wir ein Spiel zwischen Nutzern und Manager um das Problem zu 16sen. Den relativen Unterschied der opti-
malen Lésung und einem Gleichgewicht eines Spiels zur Optimierung des Gewinns wird Preis der Anarchie
genannt.

2 Der proportionale Vergabemechanismus

Der erste Mechanismus nimmt von jedem Nutzer ein Gebot entgegen und teilt die gesamte Ware dann
proportional zu den gesammten Geboten auf.



Definition 3. Fir C > 0 und w = (w1, ..., w,) legt der proportionale Vergabemechanismus (PBM) einen

Preis
M — Zr Wy
C

fest und teilt jedem Nutzer d = w/u an Ware zu, wobei er w, von jedem Nutzer als Bezahlung nimmt.

Nun kénnen wir zwei Arten von Spielen betrachten.

2.1 Preisnehmer Spiel

Ein Preisnehmer ist ein Marktteilnehmer, der keinen Einfluss auf den Preis der Ware hat. In unserem Fall
hat zwar jeder Nutzer Einfluss auf den Preis, aber wir nehmen beim ersten Spiel an, dass sie von diesem
Einfluss nichts wissen. Die einzelnen Nutzer haben einen Gewinn von

Wy
Pr(wr, p) = UT(?) — Wy

und streben danach diesen zu maximieren. Nun kénnen wir ein Gleichgewicht fiir diese Situation definieren.

Definition 4. Ein wettbewerbsfihiges Gleichgewicht ist ein Tupel (w, u) wenn

Po(wy, 1) > Po(Wy, 1), fiir v € [R]

_err
="

gilt.

Satz 5. Es existiert ein wettbewerbsfihiges Gleichgewicht (w, p) und d = w/u ist eine optimale Losung
fir SYSTEM.

Wenn die Nutzer also reine Preisnehmer sind, kann der Warenverwalter die optimale Losung finden.
Der Preis der Anarchie ist in diesem Fall also gleich eins.
2.2 Preismanipulierende Nutzer Spiele

Der Unterschied zum vorhergehenden Abschnitt besteht darin, dass die Nutzer nun wissen, wie der Preis
bestimmt wird und dies in ihre Uberlegungen einzubeziehen. Die Nutzer haben einen Gewinn von

Qr(wm W—T) = Ur (Z;ws C) - Wr ,faHS wy >0
U (0) ,falls w, =0

Da die Nutzer nun nicht mit dem Warenverwalter in Konkurrenz stehen — sondern mit den anderen
Nutzern — brauchen wir eine andere Art von Gleichgewicht und hier bietet sich ein Nash Gleichgewicht an.

Definition 6. Ein Nash Gleichgewicht fiir das Spiel (Q1, ..., Qr) ist ein Vektor w > 0, so dass fir alle
r € [R)
Qr(wy,w_p) > Q(W,,w_;), fir allew, >0

gilt.

Fiir dieses Spiel und mindestens zwei Nutzer kénnen wir nun zeigen, dass ein Gleichgewicht existiert.



Satz 7. Sei R > 1. Dann existiert ein Nash Gleichgewicht w > 0 fir das Spiel (Q1,...,Qr) mit > w, > 0.
Fiir dieses w ist der Vektor d, definiert durch '

dy =

Wy
Zs Ws
, fir alle r € [R] eine eindeutige optimale Losung fir das Optimierungsproblem (SPIEL)
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Folgerung 8. Sei R > 1 und w das eindeutige Nash Gleichgewicht vom Spiel deﬁnzert durch (Q1,...,QR)
und sein d wie in Theorem 7 definiert. Dann gilt fur jeden Vektor d >0 mit Y., d. < C

ZU’ dy —d,) < 0.
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2.3 Der Preis der Anarchie

Nun wollen wir untersuchen um wie viel schlechter die Lésung ist, wenn die Nutzer preismanipulierend
sind. Im folgenden bezeichnet d° die optimale Losung von SYSTEM und d die optimale Losung von
SPIEL.

Satz 9. Sei R > 1 und U,(0) > 0 fiir alle v € [R]. Wenn d° eine beliebige optimale Lisung fiir SYSTEM
und A beliebige optimale Losung fir SPIEL ist, dann gilt

S U.d) > 23 0 ().

Die Schranke ist dariber hinaus scharf. D.h. fir jede Wahl von ¢ > 0 gibt es eine Wahl von R und
Nutzenfunktionen Uy, ...,Ug, so dass

> U, (df) < ( )(ZUdS>

-
gilt.

Beweis. (Skizze)
Im Beweis wird die Konstante

T
B inf (inf [ wr |[LDFUDE=d)
Ueu \ C>0 \ p<d,d<C U(d)
benétigt, die sich direkt nach unten auf ; abschétzen lasst. Mit dieser Konstante kann man nun
ZU (@) < Z (Un(df) + 0y (df)(ds — dfh)) < ﬁZU (dS)

beweisen, da die erste Ungleichung per Definition von S5 gilt und die zweite aus Korollar 8 folgt.
Der Beweis, dass die Schranke scharf ist, ldsst sich durch eine einfache Konstruktion angeben. O




3 Glatte Markt leerende Mechanismen

Wir haben uns zunéchst einen Mechanismus angesehen, der immer eine Menge proportional zum eigenen
Gebot und zur Gesamtmenge der Gebote herausgibt. Als néchstes betrachten wir, ob dieser Mechanismus
erwiinscht ist. Das betrachtete Szenario erlaubt es den Nutzern immer noch nur ein Skalar (Gebot) an den
Mechanismus zu schicken und dieser muss einen einheitlichen Preis fiir alle Nutzer festlegen.

Definition 10. FEin glatter Markt leerender Mechanismus ist eine differenzierbare Funktion D : (0, 00) X

[0,00) = R, so0 dass fiir alle C >0 und R > 1 und fiir alle 6 € (R+)R eine eindeutige Losung p > 0 fiir

die Gleichung
R

ZD(p,er) =C

r

existiert. Wir nennen diese Losung pp(6).

Es ist leicht zu sehen, dass der proportionale Vergabemechanismus dieser Definition gentigt mit D(p, §) =
6/p. Um diese Mechanismen weiter zu untersuchen, erweitern wir die Definition von wettbewerbsfdhigem
und Nash Gleichgewicht.

Definition 11. Sei (C, R,U) ein Markt und D ein glatter Markt leerender Mechanismus. Ein Vektor
0 (RT)™ mit 0 +#0 ist

1. ein wettbewerbsfihiges Gleichgewicht, wenn mit u = pp(6) fir alle r € [R]

6, € argmax {UT(D(,LA,?,«)) - ,uD(,u,?T)}
0,>0

gilt.

2. ein Nash Gleichgewicht, wenn fir alle v € |R|

0, € argmaz {Qr@r, 9—7")}
0,.>0

gilt, wobei

Qr(er,er)z{ c_z,;(op(pp(e),er))—pp(a)D(pD(e),er) 7{:?)22159#0 |

Wir schranken nun die betrachteten Mechanismen noch etwas weiter ein.
Definition 12. Die Klasse D besteht aus allen Funktionen D mit
1. D ist ein glatter Markt leerender Mechanismus.
2. Fir alle C > 0 und U, € U ist die Gewinnfunktion konkav, wenn der Nutzer preismanipulierend ist.
3. Fir alle p > 0 und d > 0 existiert ein 6 > 0, so dass D(p,0) = d.

4. Die Zuweisungsfunktion ist nicht negativ, also fir alle p > 0 und 0 > 0 ist D(p,0) > 0.



Nun konnen wir den Preis der Anarchie fir diese Klasse von Mechanismen beschreiben. Dafiir sei

Zr Ur(D(pD(H)a 07‘))
> Ur(dy)

wobei d eine optimale Losung fiir SYSTEM ist und 6 ein Nash Gleichgewicht fiir das Spiel.

p(D):inf{ |O>0,R>1,UeuR}

Satz 13. Sei D € D ein Mechanismus, dann gilt

1. Es existiert ein wettbewerbsfahiges Gleichgewicht 0. Dariiber hinaus gilt, dass d mit d, = D(p4(0), 0,)
SYSTEM.

2. Es existiert eine konkave, streng monoton wachsende, differenzierbare und invertierbare Funktion
B : (0,00) = (0,00), so dass fiir alle p >0 und § >0

D(p,0) = pr)

gilt.
3. p(D) < % und die Schranke wird mit Gleichheit angenommen, wenn D(p,0) = A0 /p fir ein A > 0.

Aus dem zweiten Punkt kénnen wir schnell sehen, dass nach Aufsummierung fir alle r € [R]

Er 97"
B(pp(0)) = el
folgt und demnach
0y
D(pa(6).6,) = 5'5-C

gilt. Also wird jeder Mechanismus den Nutzern die Ware proportional zu ihrem Gebot zuordnen.

Aus dem letzten Punkt folgt, dass der Mechanismus am besten arbeitet, wenn die Preise auch
proportional vergeben sind. In diesem Sinne ist der proportionale Vergabemechanismus schon optimal fiir
die Klasse D gewesen.

4 Vickery-Clarke-Groves Ansatz

Bis hierhin haben wir angenommen, dass ein einheitlicher Preis fiir alle Nutzer festgelegt wurde. Nun
betrachten wir, was passiert, wenn der Warenverwalter fiir jeden Nutzer einen eigenen Preis festlegen
darf. Dariiber hinaus geben die Nutzer kein Gebot mehr ab, sondern teilen dem Warenverwalter eine
Nutzenfuntkion mit.

Fiir einen Vektor U = (U, ..., (U)r) kénnen wir den effektiven Nutzen als

U, (d,) — t,(0)

beschreiben, wobei ¢, der Preis ist, den der Warenverwalter fiir den Nutzer r festlegt. Der Preis wird durch
die Definition der folgenden Mechanismen festgelegt.

Definition 14. FEin Mechanismus (f,t1,...,t,) heifit Vickery-Clarke-Groves (VCG) Mechanismus und
Nutzenfunktionsmengen Vi, ..., Vy, gilt



1. f(v1,...,v) € argmaz,c 4 >; vi(a); die Vergabefunktion mazimiert den sozialen Gewinn.

2. Es existieren Funktionen hq,...,h, mit h; : V_; = R, so dass fir alle vi € Vi,...,v, € V, :
ti(v1, .., vn) = hi(v—i) — it v (f(v1, s 0n))

Auf unsere Situation umgesetzt ist f die Funktion, die uns eine Verteilung der Ware auf die Nutzer
angibt und t¢; sind die einzelnen Bezahlfunktionen. In unserem Fall sind die Bezahlfunktionen

tr(fj) - - ZUs(ds(ﬁ)) + hr(ﬁ—r)a
S#T

wobei die h, beliebig sind.
Annahme 15.
1. Fiir alle @ > 0 gehort die Funktion U(-,0) : d v+ U(d,0) zu U und ist echt konkav.
2. Fiir alle v € (0,00) und d > 0 ezistiert ein 6 > 0, so dass U (d,0) = .
Fiir diese Angaben kénnen wir wieder das Nash Gleichgewicht definieren.
Lemma 16. Fin Vektor 0 ist ein Nash Gleichgewicht fir einen skalaren VCG Mechanismus, g.d.w.
d(0) € argmazx (Ur(d,«) + Z U(ds, 93))
de{d>0:) ] dr-<C} e
Daraus kénnen wir dann die folgende Ergebnisse herleiten.

Folgerung 17. Fir einen skaleren VCG Mechanismus existiert ein Nash Gleichgewicht 0 wie folgt

konstruiert:
Sei d° die optimale Lisung fiir SYSTEM. Dann wihlt jeder Nutzer 6,, so dass U (d5,6,) = U(d). Fiir
diesen Vektor gilt d(9) = d°.

Satz 18. Seien die Nutzenfuntion gegeben mit U] (0) = oo fiir alle r und sei 6 ein Nash Gleichgewichit.
Dann ist d(0) eine optimale Losung fir SYSTEM.

Wir sehen also, dass in einem einzel Waren Markt mit aktiven Nutzern — die egoistisch handeln — immer
eine optimale Losung angenommen werden kann.
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